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中央極限定理，差不多是機率裡最重要的定

 理，怎會有庶民版？

那種庶民?
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朱雀橋邊野草花，烏衣巷口夕陽斜，

舊時王謝堂前燕，飛入尋常百姓家。

唐 劉禹錫

烏衣巷

3



尋常百姓不尋常尋常百姓不尋常。

會來參加統計科學營者 即是庶民會來參加統計科學營者，即是庶民，

尋常庶民！尋常庶民！

臣本布衣，躬耕於南陽。臣本布衣，躬耕於南陽。

布衣？布衣？

4



5



6



中央極限定理 常態分佈

機率密度函數機率密度函數
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 及其圖形出現在德國10馬克。
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輸人不輸陣

民國95年後入學的高中生，高二下的數學，便有中

 央極限定理，及信賴區間。

99年後入學 中央極限定理及信賴區間 移至高99年後入學，中央極限定理及信賴區間，移至高

 三上。
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在高中數學99課綱，附錄3.3“常態分布，信賴區

間與信心水準的解讀＂中說： 間與信心水準的解讀 中說

高中程度的統計推論只做隨機變數期望值的估

計 它的背後理論是中央極限定理 要介紹中計，它的背後理論是中央極限定理。要介紹中

央極限定理，就需引入常態分布。此部分僅做

通識性的介紹，以活動方式建立學生對於中央

極限定理的直觀。對一固定的信心水準，給出

信賴區間公式，再讓學生以亂數表模擬或實驗

投擲正面出現為p的銅板n次，代入信賴區間公投擲正面出現為p的銅板n次 代入信賴區間公

式，以說明信心水準的意涵；並以此解讀，何

以大多數學生所得的信賴區間都會涵蓋p？
9

以大多數學生所得的信賴區間都會涵蓋p？



什麼是通識性？什麼是通識性？

聽到通識，你想到什麼？聽到通識 你想到什麼？
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高中為什麼要敎中央極限定理？高中為什麼要敎中央極限定理？

是因為中央極限定理很重要嗎？是因為中央極限定理很重要嗎？
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為了近似，先介紹中央極限定理，且僅考慮最簡單

的情況 即伯努力分佈 及相關的二項分佈 的情況，即伯努力分佈，及相關的二項分佈。

以民調當應用，因引入民調裡的信賴區間，才是介以民調當應用 因引入民調裡的信賴區間 才是介

 紹中央極限定理之主要目的。

民調的取樣，為簡單隨機抽樣，即取出後不放回。

取出後不放回，取出的樣本便不獨立。此時涉及超取出後不放回，取出的樣本便不獨立。此時涉及超

 幾何分佈，而非二項分佈。要講清楚為什麼中央極

 限定理仍適用，不是那麼容易。

高中數學課本，寫到這裡，彆扭不產生也難。高中數學課本，寫到這裡，彆扭不產生也難。

或不講原因，讓細心的學生充滿疑慮；或講得一團
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混亂，製造出更多困擾。



鈔票能用就好。

課本看不懂，就有點難過了。

接觸信賴區間後，開始思索機率的含意。
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何謂機率？

例1. 抽屜中有橘子及蘋果各一，老師拿一個放背

 後。

 問：是蘋果之機率為何？問 是蘋果之機率為何？

例2. 投擲一公正的銅板，落地後蓋住。

 問：正面朝上之機率為何？

14



有人以為上述二機率皆

不是1就是0。
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例3 投擲一公正骰子，已知得到偶數。例3. 投擲一公正骰子，已知得到偶數。

 問：得到點數2之機率為何？
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在決勝21點中，

有3扇門，其中1扇門後有汽車，另兩扇

門後為山羊。你選擇第1扇門後，主持人門後為山羊。你選擇第1扇門後，主持人

打開第2扇，見到山羊。問你這時該不該

換第3扇門？有位學生答

Yes, because my chance of getting the
car will increase from 33 33% to 66 67%car will increase from 33.33% to 66.67%
by switching from door 1 to door  3.
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跪著的小孩是
女孩之機率？

取自Scientific
American 1996American 1996
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在一篇機率或信心Q&A的文章

在某一次教師研習的綜合座談中，有老師提到以

 在一篇機率或信心Q&A的文章

 在某一次教師研習的綜合座談中，有老師提到以

 下的問題：

 投擲1只骰子(傳統6面骰字，點數1, 2, 3, 4, 5, 
6，點數1 4為紅色，其他點數為黑色)，擲出6 點數1, 4為紅色 其他點數為黑色) 擲出

 1點的機率為何？若已知擲出的顏色為紅色，

請問擲出1點的機率為何？請問擲出1點的機率為何？
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這個問題在學生沒有學過信賴區間與信心水準之 這個問題在學生沒有學過信賴區間與信心水準之

 前是沒有疑義的，還沒有擲出骰子前，擲出1點的

機率是1/6；在擲出的顏色為紅色的條件下 擲出 機率是1/6；在擲出的顏色為紅色的條件下，擲出

 1點的機率為1/2。但學生學過信賴區間之後會

說 不 老師 既然骰子已擲出 則骰子是 點的 說，不，老師，既然骰子已擲出，則骰子是1點的

 機率不是1就是0，不會是1/2或其他任何數字。

 結果，學得越好的學生心中的疑惑卻越深。我們

該如何回應這個學生？在條件機率的情境下，應 該如何回應這個學生？在條件機率的情境下，應

 該使用機率或信心？
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Q&A作者如下回答：Q&A作者如下回答：

擲一個公正骰子一次，出現一點的機率=1/6。擲一個公正骰子一次 出現一點的機率 1/6
這是由大數法則得到的，故以機率稱之。擲一

個公正骰子一次，在已知出現紅色點數的條件個公正骰子一次，在已知出現紅色點數的條件

下，出現一點的機率=1/2。這是由大數法則得

到的 故仍以機率稱之到的，故仍以機率稱之。
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大數法則，為機率中一重要定理。

學了信賴區間後，解中學的機率問題要用上大數

法則？ 法則？

殺雞焉用牛刀？殺雞焉用牛刀？

大數法則庶民化了嗎？
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何謂公正骰子？

公正一詞乃口語，其含意為：公正一詞乃口語，其含意為：

骰子各面出現的機率相同，即皆1/6。

這是骰子公正下的結果，與大數法則無關。

說是由大數法則得到，不是事實，且易讓人對機

率生畏。 率生畏。
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Q&A作者說學得越好的學生心中的疑惑卻越深，

不就是因常看到這些夾纏不清的講法所造成？ 不就是因常看到這些夾纏不清的講法所造成？

前述Q&A所提出的問題，最後有句：Q

 在條件機率的情境下，應該使用機率或信心？

依題意，在擲出骰子的顏色為紅色之條件下，擲

 出1點的機率就是1/2。出 點的機率就是

條件機率的情境下？信心？

令人更為困惑。

25



再來看：

骰子已擲出，則骰子是1點的機率不是1就是骰子已擲出，則骰子是1點的機率不是1就是

 0，不會是1/2或其他任何數字

 此Q&A中所提學生的困擾。

欲解惑 歸根究柢欲解惑，歸根究柢：

人們常在談機率，人們常在談機率，

到底機率的意義是什麼？
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隨機現象

隨機現象，可談機率。未知現象亦可。

有人敲門，是男是女？

答：男女機率各1/2。 答：男女機率各1/2。

敲門者的性別確定。

但由於不知，對你而言，可能男可能女。

男女約各半，在無其他資訊下，1/2的機率產

生。 生

與Q&A中，已知擲出的顏色為紅色(點數有1,4

27
 二可能)，則擲出1點的機率為1/2，原理一樣。



聽到門外傳來高跟鞋的走路聲：

敲門者8成是女的。敲門者8成是女的。

 此即條件機率，給定的條件是敲門者穿高跟鞋。

有人的經驗是，男生也有不少穿高跟鞋者：

女生的機率為0 6女生的機率為0.6。

對同一隨機現象，每個人認定的機率，可以很主對同一隨機現象 每個人認定的機率 可以很主

 觀：

主觀機率！主觀機率！

王建民下一場比賽贏的機率？
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注意注意：

一旦門打開，見到門外那人，一旦門打開，見到門外那人，

 則敲門者為女生的機率，不是1就是0。

若已看到女生(或男生)，還說女生的機率為0.8；
 或已假設骰子為公正，卻認為投擲一次後，會得

到偶數的機率為0 7，便非在談機率。 到偶數的機率為0.7，便非在談機率
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類似例子

考試前一天仍可猜題，雖題目已出好。考試前一天仍可猜題 雖題目已出好

比賽已結束。你猜王建民贏了沒有？

要不要賭新來的女老師有沒有男朋友？
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畢達哥拉斯：

All is number
萬物皆數萬物皆數

All is random
萬物皆隨機

若擲兩面皆正之銅板，亦視為一隨機現象─退化

的隨機現象 的隨機現象。
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幾種常見對機率的想法

一：

幾種常見對機率的想法

一

 骰子有6個面，基於相同的可能性(古典機率)，
導致每個面出現的機率皆為1/6導致每個面出現的機率皆為1/6。

二：二

 主觀的想法。覺得沒有道理那一面較易出現。

三：

由過去多次投擲的經驗，觀察到骰子各面出現
的相對頻率難分軒輊。

…
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還有一種：

此為一假設

以公理化的方式引進機率空間
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若真有一骰子，則不論基於那一種想法，究竟是

否可採信骰子各面出現的機率皆為1/6？ 否可採信骰子各面出現的機率皆為1/6？

做一統計檢定。

在上述第三種想法裡，骰子各面出現的相對頻

率，是否夠接近到足以視為相等？ 率，是否夠接近到足以視為相等？

 藉助統計檢定來判定。
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在第三種想法裡，某面出現的機率為1/6，導致多

 次投擲後，該面出現的相對頻率將很可能接近

 1/6，反之亦然，便用到大數法則。

要有隨機的概念 即使公正的骰子 不論投擲再要有隨機的概念，即使公正的骰子，不論投擲再

 多次，各面出現的相對頻率，都很難相等。

有些人以為投擲數夠多後，會使各面出現的相對

頻率相等，此為錯誤。 頻率相等，此為錯誤。
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91.1.22~94.1.21共314期小樂透頭獎號碼
36

共 期小樂透頭獎號碼
出現頻率



在隨機世界中 一切都是假設 看你接受那一在隨機世界中，一切都是假設，看你接受那一

 個。

我愛你，愛著你，就像老鼠愛大米。

法庭宣判被起訴者無罪：

真無罪嗎？真無罪嗎？

骰子是否公正，不論投擲再多次，仍是天曉得。
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假設檢定假設檢定

統計檢定裡 依無罪推定的原則 及在給定所能統計檢定裡，依無罪推定的原則，及在給定所能

 容忍之犯錯機率下，有一套程序，以判定該接

受或拒絕那一假設 受或拒絕那一假設。

除非是退化的隨機現象(如銅板兩面皆為正)，否除非是退化的隨機現象(如銅板兩面皆為正)，否

 則不論證據再顯著(如投擲銅板100次都得正面)，
其推論均可能犯錯 其推論均可能犯錯。

僅能以較好的統計方法，減小犯錯機率。
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什麼是公正銅板什麼是公正銅板

投擲兩次出現一正一反？

陳宇慧(鄭丰，1973-)原有四個小孩：三男一女。

為免小女兒寂寞，想多追一個女兒。 為免小女兒寂寞，想多追一個女兒。

機率1/2。結果呢？
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成為四兒一女，五個孩子的媽。

千萬不要輕易挑戰機率！
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 住在美國鹽湖城的貝茲夫婦結婚22年間，生了18個小孩，
8個兒子、10個女兒。貝茲太太表示，她很喜歡生小孩，

41

 8個兒子 10個女兒 貝茲太太表示 她很喜歡生小孩
 要再拼兩個男孩，湊成10男10女。

 (取自每日郵報，2011年8月27日)



伯努力法則(Bernoulli law)：

獨立且重複地觀測一發生機率為 之事件A獨立且重複地觀測一發生機率為p之事件A n
 次，出現n(A)次。當n →∞，n(A)/n接近p之機

 率，將趨近1。

機率趨近1？機率趨近1？
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n(A)有B (n,p)分佈。即( ) ( ,p)

-( ( ) ) (1- ) ,  0,  1,  ,   k n kn
P n A k p p k n

 
     。

伯努力指出，當n很大時，n(A)/n與p之差距，應極

( ( ) ) ( ) , , , ,p p
k 
 

 伯努力指出，當n很大時，n(A)/n與p之差距，應極

 可能很小。

43



n(A)每回觀測都不盡相同。n(A) = 0, 1, …, n。( ) ( ) , , ,

投擲一公正銅板100次，100次全出現正面的機率很

 小，僅1/2100。

重複執行此試驗(每回投擲100個銅板)2100回 若出重複執行此試驗(每回投擲100個銅板)2100回，若出

 現一回100個全是正面，不用太奇怪。

如果做2110回，平均可出現

 2110/2100 = 210  = 1,024(回)。
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註1. 要完成2100回投擲銅板100次並非易事。假設以

 電腦模擬，且1秒鐘可模擬1萬兆(=216)回。1天有

 86,400秒，1年365天約有3.1536‧107秒。因此一年,
 約可模擬3.1536‧1023回。又

2100       1.2676506‧1030，

約要模擬4 01969‧106年。


 約要模擬4.01969 10 年。

野史裡偶有投擲出100個正面的記載，那些銅板當

 然都是特製的。
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伯努力認為n很大時，n(A)/n與p之差應極可能很

小 即只要 夠大 小。即只要n夠大，

| ( ) / |n A n p  

 之機率應很大， 。

 

0 

| / | | / |
( ( ) ) (1 )  k n k

k n p k n p

n
P n A k p p

k 



 

 
   

 
  。

 伯努力證明n →∞時，上式右側和趨近1。

| / | | / |k n p k n p k      

後人利用柴比雪夫不等式(Chebyshev inequality)，
可輕易地證出比伯努力更一般的結果

46
 可輕易地證出比伯努力更一般的結果。



大數法則可支持頻率對機率的解釋。

設有一銅板，出現正面的機率為p，只投擲一次，設有一銅板，出現正面的機率為p，只投擲一次，

 無法感受p的意義。

投擲數夠大，銅板出現正面的相對頻率，就很可能

 會接近p了。1928年，俄國機率學家辛欽(Khinch-
 in)，證明對iid的隨機變數，只要期望值存在，大

 數法則便成立。

即對n = 1, 2, …，設X1 , …, Xn為iid，且E(X1)存在，

則 則

1( )P
nX E X
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期望值若不存在，大數法則就不適用了。期望值若不存在，大數法則就不適用了。

圖1給出當Xn, n = 1, 2, …，為iid且以Ber(1/2)為共同n, , , ( )
 分佈， 之ㄧ模擬圖形，n = 1, 2, …, 1,000。nX

對C(2.5,1)分佈，即機率密度函數為

1
2

1( ) ,  ,
(1 ( 2.5) )

f x x R
x

 
 

 圖2給出 之一模擬圖形。
nX
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中央極限定理中央極限定理

大數法則指出，n很大時，Sn /n差不多就是p：

n夠大， Sn /n應有很大的機率在p附近變動。

問 很大時 應很接近 問：n很大時， Sn應很接近np？

n很大時，雖S /n大致在p附近，但S 卻很可能會愈n很大時，雖Sn /n大致在p附近，但Sn 卻很可能會愈

 偏離np。
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對Sn有B(n,1/2)分佈，且n為偶數，利用史德林公式

 (Stirling formula)，得

1 2nnn   1 2( ) ~ ,  ,
/ 22 2n

nnP S n
n n
      

  

 其中符號“~＂表 n →∞時，兩側比值趨近1。對二
固定的整數 ，當n很大時，0 r s 固定的整數 當 很大時

1( )
ns n

P r S s
       

 也將很小。

( ) ,
2n

k r
P r S s

k

     
  


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當 為偶數 對每一固定整數 可得 很大時 當n為偶數，對每一固定整數k，可得n很大時，

(1) 2( )nP S k (1)

除非在n/2附近有夠多的項，否則S 落在n/2附近一

( ) ~  
2nP S k

n
  。

 除非在n/2附近有夠多的項，否則Sn落在n/2附近一

 區間[n/2+a, n/2+b]之機率將很小。即n很大時，

 (2) ( ) ( ) 0 
2 2 2

b

n n
k a

n n nP a S b P S k


        。

 且由(1)式，所需項數，應須能與 相匹比。n
k a
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隸美弗(de Moivre)以適當的an, bn取代(2)式中的a, b
 得到那些機率值的和，可表示為一個積分，並在

 1733年發表此結果，即中央極限定理的雛型。

拉普拉斯(de Laplace)在1812年推廣棣美弗p = 1/2的
 結果至一般的p。結果至一般的p

19世紀結束後，中央極限定理的重要性，才被完全

 認識。

 年 里阿普那夫 給出1901年，里阿普那夫(Aleksandr M. Lyapunov)，給出

 此定理較一般的敘述，及嚴密的證明。
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對Sn有B(n,p)分佈，拉普拉斯證出，對α<β，
n →∞時， n →∞時，

 (3) ( (1 ) (1 ))nP np np p S np np p      ( ) ( ( ) ( ))

( ) ( ) ( ) ,

np p p p p p

u du






     
 其中

而

( ) ( ) ,  ,
x

x u du x R


  
 而

(4) 2 / 21( ) xx e x R   。
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 (4) ( ) ,   
2

x e x R


  。



(4)式定義出一標準常態(以N(0,1)表之)分佈之機

率密度函數。圖4給出其圖形，所謂鐘形曲線。圖 率密度函數。圖4給出其圖形，所謂鐘形曲線。圖

 形最高點發生在x = 0，其值為 ，約為

0 39894
(0) = 1/ 2 

 0.39894。
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 式之另一表示法為 當 時(3)式之另一表示法為，當α<β，n →∞時，

S np (5) ( ) ( ) ( ) 
(1 )

nS npP
np p

   
   


。

 二項分佈趨近至常態分佈。
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對Sn有B(n,p)分佈，np，及 分別為Sn之期望(1- )np p
 值及標準差。

 S 的核心 隨著 之增大 已移至很遠處 Sn的核心np，隨著n之增大，已移至很遠處。

將Sn減去期望值np，則Sn - np的核心便成為0：有如n p n p
 座標平移。

再經改變尺度，單位長由1成為 ，則Sn的直

 方圖，從np量起，α個標準差至β個標準差間，那

(1- )np p
p β

 些長方條面積和，可表為 之圖形下與x軸間，介

於x =α至x =β間的面積。
nX

 於x =α至x =β間的面積。

隨機變數減去期望值，再除以標準差，稱為將其標

59 準化。



隨機變數若有二項分佈 則可表為iid伯努力隨機變隨機變數若有二項分佈，則可表為iid伯努力隨機變

 數之和。將其標準化後，會趨近至N(0,1) 分佈。

只限伯努力隨機變數之和嗎？
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中央極限定理說，若有夠多的iid隨機變數之和，經

 標準化後，當n很大時，可以N(0,1)分佈做為近似。

設對每一 為 且 及 2設對每一n >1，X1, …, Xn為iid，且μ= E(X1)，及σ2

 = Var(X1)皆存在。則對α < β，

 (6) 1lim ( ) ( ) ( ) ,nX X npP      
    

( ) ( ) ( ) ,
n n

 


li ( ) ( ) ( )nXP   
   lim ( ) ( ) ( ) 

/
n

n
P

n
   


     。
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 n很大時，

X X n 1(| | ) 2 ( ) 1,  0,nX X nP c c c
n




  
    



(| | ) 2 ( ) 1 0cP X c c      。(| | ) 2 ( ) 1, 0 nP X c c
n

      。

c(| | ) 2(1 ( )), 0 n
cP X c c

n
     。

(| | ) 2(1 ( / )), 0 nP X n         。
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弱大數法則指出，對每一 ε > 0 ， n 很大時，

 將很小。究竟多小？

中央極限定理給出 很大時

(| | )nP X   

中央極限定理給出n很大時，

(| | ) 2(1 ( / ))P X n       。

不論Xn, n =1, 2, …，之共同分佈為何，都成立。

(| | ) 2(1 ( / )) nP X n     

不論Xn, n 1, 2, … 之共同分佈為何 都成立

無法保證n很大時， 不會超過ε，但只要變| |nX 
 異數σ 2存在，則 的大小，便可掌

握，即約 ，當n →∞。2(1 ( / )) 0n  
(| | )nP X   
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 握 即約 當n →∞ 2(1 ( / )) 0n  



中央極限定理，有更一般的型式。獨立性及分佈相

 同的假設皆可放寬。

智商、身高，及膽固醇含量等，這些隨機的量，常

 可視為很多微小的隨機效應累積所造成，因此往往

 能用常態分佈來描述。能用常態分佈來描述

19世紀時，奎特雷(Quetelet)及高頓(Galton)，發現很

 多生物裡的特徵，其分佈皆符合常態分佈。這是此

分佈被稱為常態的主因。 分佈被稱為常態的主因

也隱含其他分佈不算常態。
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投擲骰子5次及10次所得點數和之直方圖

n=5 n=10n=5 n=10

(a) p1 = p2 = p3 = p4 = p5 = p6 = 1/6
65



投擲骰子5次及10次所得點數和之直方圖

n=5 n=10n=5 n=10

(b) p1 = 0.1, p2 = 0.15, p3 = 0.25, 
66p4 = 0.25, p5 =0.15, p6 = 0.1



投擲骰子5次及10次所得點數和之直方圖

n=5 n=10n=5 n=10

(c) p1 = 0.2, p2 = 0.1, p3 = 0, 
67p4 = 0.1, p5 =0.4, p6 = 0.2



應用1：運氣好有罪嗎？應用1：運氣好有罪嗎？

民國99年3至6月 有對夫婦共中了24張統一發票民國99年3至6月，有對夫婦共中了24張統一發票
 的普獎。

當年中獎率為0.003。

國稅局指出：國稅局指出：

 24張中獎發票都在同一家便利商店開出，按照
數學教授的計算 機率只有十億分之一 而且數學教授的計算，機率只有十億分之一，而且

 兌獎的發票也要夠多。

該夫婦質疑運氣好難道有罪嗎？國稅局採有罪認
定？
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 定？



若有8000張以上的發票，平均可中24張以上。

3至6月共122天中，一個家庭累積8000張發票，平

均每天65張以上，且來自同一家商店？ 均每天65張以上，且來自同一家商店？

該太太曾在這家便利商店上班，公司規定若侵占該太太曾在這家便利商店上班 公司規定若侵占

 發票，將提出控告。

說不出口合法取得巨量發票，也不願承認發票是

侵占，只能說運氣好。 侵占，只能說運氣好

這樣的運氣，好到什麼地步？
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假設4個月內累積1000張發票，平均每天有8張以假設4個月內累積1000張發票 平均每天有8張以

 上。

至少中24張的機率有多大？

相當於重複做1000次試驗，各試驗相互獨立，每相當於重複做1000次試驗，各試驗相互獨立，每

 次成功(中獎)的機率為0.003，想要求成功24次以

 上之機率P。

成功次數X有B(1000 0 003)分佈。成功次數X有B(1000,0.003)分佈。

( 24)P P X 
3 24 3  ( )

1000 0.003 0.997 1000 0.003 0.997
XP  

 
   

7034

1000 0.003 0.997 1000 0.003 0.997
   1 (12.14) 3.2 10      。



此值到底多小此值到底多小？

對42取6的樂透彩，每張彩券中頭獎之機率約為對42取6的樂透彩，每張彩券中頭獎之機率約為

524萬分之1     2‧10-7。萬分之

(2‧10-7)5 = 3.2‧10-34。

有人宣稱他每期只買一張，卻連續5期中頭獎(機
率 P) 你相信嗎？ 率 P)，你相信嗎？
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運氣好無罪。運氣好無罪

在無罪推定之原則下，發生極不尋常的事件，當

 然會被高度的懷疑。
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十億分之一的機率如何求出？

在不知擁有幾張發票下，並無法算出中獎24張之

機率。 機率。

從籠統地說兌獎的發票也要夠多，我們合理的懷

 疑，新聞中那位數學教授，

唬人？虛擬？唬人？虛擬？
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在中學裡介紹中央極限定理 大抵僅針對二項分在中學裡介紹中央極限定理，大抵僅針對二項分

 佈，底下為一些講法:

在參數是(n,p)的二項分布中，當試驗的次數n足夠

 大時，成功次數X的機率分布會近似於平均數μ
 為np，標準差σ為 的常態分布。(1 )np pp

當n足夠大時，二項分配的圖形近似一平滑的鐘形

(1 )np p

 曲線，此時二項分配近似於常態分配。
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可看出當 32而 0 5時 二項分配機率圖是對稱可看出當n=32而p=0.5時，二項分配機率圖是對稱

 且呈鐘形，接近常態分配。…事實上，對任意

 0<p<1，由中央極限定理可知：n夠大時，X會接

近常態分配。 近常態分配

 的相對次數直方圖長相非常接近鐘形。nX

n夠大，隨機變數 = X/n近似常態分布，其平均數p̂
n

 μ= p，標準差σ=                 ，…。

當樣本數 夠大時 的分佈會趨近於平均數為

(1 )np p

p̂當樣本數n夠大時， 的分佈會趨近於平均數為

 p，標準差為 的常態分佈。

p
(1 ) /p p n
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這些都不太正確這些都不太正確

所謂n足夠大，當然包含n無止盡地增大。

對B( )分佈 不論 為何 愈大時 S 將很可能對B(n,p)分佈，不論p為何，n愈大時，Sn將很可能

 也是很大。

即n →∞時，Sn機率收斂至∞。

又 時 機率收斂至又n →∞時，Sn /n機率收斂至p。

因此說，n夠大時， S 及S /n會分別近似那一常態因此說，n夠大時， Sn及Sn /n會分別近似那一常態

 分佈，都非正確。
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隨著n之增大，B(n,p)分佈之直方圖，將愈趨貼近

水平座標軸(想想最大高度趨近0)，怎會近似鐘形 水平座標軸(想想最大高度趨近0)，怎會近似鐘形

 曲線？

至於n很大時，Sn/n的直方圖，將如底部中點為p之
ㄧ座尖塔，高聳入雲，也絕不會讓人聯想到鐘形 ㄧ座尖塔，高聳入雲，也絕不會讓人聯想到鐘形

 曲線或常態分佈。
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Sn有B(n,0.5)分佈

0.0079786

78
圖7. Sn之直方圖, n =10,000



Sn有B(n,0.5)分佈

79 78679.786

圖 之直方圖
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圖8. Sn /n之直方圖, n = 10,000



近似不能僅靠目測

80圖9. B(100,0.5), Logistic(                   )50,5 2 / 4



 Logistic(μ,s)

( ) /e( )
x s

f x x R
 

 。( ) / 2( ) ,   
(1 e )x sf x x R

s   


。
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課本不能盡信
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由於獨尊的名稱中央 與涉及的分佈名之為常由於獨尊的名稱中央，與涉及的分佈名之為常

 態，有人誤以為機率統計裡只有常態分佈。

常態分佈雖無所不在，所謂萬物有常，在實務

上 仍要謹慎判斷是否適合用來當模型 上，仍要謹慎判斷是否適合用來當模型。
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 年 月號科學月刊“ 的數學一文2011年7月號科學月刊“Hello Kitty”的數學一文：

X + +X ，X0+…+X41，

X1, …, Xn獨立，

 且Xi ~ Ge((n-i)/n)，i = 0,…,41, 
根據常態分佈的50 68 95法則，…根據常態分佈的50-68-95法則，…

並非任意獨立隨機變數和，當樣本數夠多，只要並非任意獨立隨機變數和 當樣本數夠多 只要

 經標準化後，便可以常態分佈來近似。

有須滿足的條件。

常態分佈並非那麼無所不在！
86

常態分佈並非那麼無所不在！



有教科書說：

 這類資料的次數分布圖呈現中間較高，且左右

對稱的鐘形時 我們就稱這組資料呈現常態分對稱的鐘形時,我們就稱這組資料呈現常態分

 佈。

亦有作者說亦有作者說：

分佈曲線都是呈現單一高峰的左右對稱曲線，分佈曲線都是呈現單一高峰的左右對稱曲線

 這種曲線稱為常態曲線。

到底何謂鐘形?到底何謂鐘形?

常見分佈裡，便有好幾個也具“單一高峰左右對

 稱＂的機率密度函數圖形。如柯西分佈，t分佈，

拉普拉斯分佈(Laplace distribution)，及羅吉斯分佈
87

 拉普拉斯分佈(Laplace distribution) 及羅吉斯分佈

 (Logistic distribution)等。



僅就形狀而言 你能分辨C(0 1)分佈之機率密度函僅就形狀而言，你能分辨C(0,1)分佈之機率密度函

 數圖形不像鐘形嗎？

圖10. C(0,1)分佈之機率密度函數圖形
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樣本數n為30以上，中央極限定理便適用？

假設Xi’s之共同分佈為Ber(0.02)，且n =100。則

X + +X 有B(100 0 02)分佈。而B(100 0 02)之分 X1+…+X100有B(100,0.02)分佈。而B(100,0.02)之分

 佈可以P(2)分佈做很好的近似。

P(λ)表參數λ之波松分佈(Poisson distribution)，
機率密度函數為 機率密度函數為

e( ) ,  0,  1,  2,  ,
!

k

f k k
k



  

P(2)分佈之直方圖，絕對不像常態分佈。

( ) , , , , ,
!

f
k
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圖11 P(2)分佈之機率密度函數圖形
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圖11. P(2)分佈之機率密度函數圖形



應用2
問：投擲一銅板若干次，正面數出現比率為

50 114%，僅比50%略多，是否不足以推翻此50.114%，僅比50%略多，是否不足以推翻此

銅板為公正？

解. 結論為何與投擲數 n 有關。

設X X 為i i d Ber(p)分佈之r v ’s。E(X) =設X1, …, Xn為i.i.d. Ber(p)分佈之r.v. s。E(X) =
p，Var(X) = p(1 - p)。欲檢定

H0：p = 0.5 ， Ha：p > 0.5。

拒絕域為 由中央極限定理{ }X拒絕域為 。由中央極限定理，{ }nX c
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現觀測到 。

(1) n = 13,000,000。
0.50114nX 

( ) , ,

此值微乎其微，故拒絕H0，即認為銅板並非公正。
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(2) n = 1,000,000。(2) n  1,000,000

若α>0.0113，則拒絕H0，否則接受H0。若α 0.0113 則拒絕H0 否則接受H0
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(3) n = 10,000會如何(實際 n 不可能為10,000，因

算至小數第5位值)？X 算至小數第5位值)？nX

對大部分的情況下(α<0.40978)，皆接受H0。
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50 114%與50%差異是否夠大 與投擲數 有關！50.114%與50%差異是否夠大，與投擲數 n 有關！

n 愈大，此差異就可能夠大，n 愈大 此差異就可能夠大

n 較小時，此差異可能不夠大。

換種說法，正面數比反面數多30,000是否夠多？
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若對本演講有疑惑者，請讀庶民中央極限定理一

 文。

希望今日過後 我們皆是懂中央極限定理的庶希望今日過後，我們皆是懂中央極限定理的庶

 民：

尋常庶民！
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謝謝各位！
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