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談信賴區間 

黃文璋 

國立高雄大學應用數學系 

1. 前言 

眾所周知，統計在現代生活中，所扮演的角色愈來愈重

要。為了讓國民具備基本的統計知識，中小學的數學課程

裡，近年來陸續引進一些統計的題材。自民國 95 年起，高

中數學課綱，還加進信賴區間的單元。惟信賴區間並非很淺

顯的概念，欲進入此主題，需要一些背景知識，因此在一般

大學的統計學教科書中，信賴區間多半出現在全書的後半

部，於有了足夠的鋪陳後，才開始接觸。如今高中數學在不

多的篇幅中，想將此題材介紹清楚，是有些難度的。屢引起

師生的困擾，乃可預期。本文便擬對信賴區間略做討論，希

望能讓初學者更了解信賴區間的內涵，並藉此釐清一些疑

惑。 

2. 信賴區間簡介 

信賴區間究竟是什麼？信賴區間是做為估計用的。人們

常接觸未知的量，如某銅板出現正面的機率、某廠牌飲料的

容量、台灣黑熊的數量、明年經濟成長率，及民眾對某議題

之支持率等。對一未知的量，有時會想估計其值。既然是估

計，便可能準或不準。有時估計不準確，影響並不太大，但
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有時影響就很深遠。像是大家都知道，過去十餘年，由於執

行廣設大學的政策，新設立加上升格，國內大學已多達一百

六十餘所，使得博士師資需求量大幅增大。於是各校博士

班，如雨後春筍般的成立。待因擴張所需的教職逐漸填滿

後，博士生的就業，便開始困難了，至今已累積不少流浪博

士。還有博士生中途不唸了，賣雞排去。學非所用，引起不

少關注。覓一安身立命的地方不易，導致博士班的就讀意願

愈來愈低。於是近幾年，很多學校的博士班報名人數，快速

下降。如此一來，又引起關注了。民國 102 年 11 月 27 日，

國科會提出警告，國內博士人力過多，僅是目前的短期現

象，十年後，將鬧博士人才荒。由於估計誤差太大，使得高

等教育人才，有時過多，有時過少，供需常處在失衡狀態。

培養一名博士不易，博士“產量＂高度不穩定，對國家及社

會都是損失。此例顯示，藉助統計，以尋找較佳的估計法，

在很多情況下，都是刻不容緩的問題。 

對一隨機現象，估計值要完全準確，常極不容易。已病

入膏肓者的家屬，焦慮地想知道親人能再活多久？假設醫生

斬釘截鐵地告知 4 個月，則可能提早死亡，或可能活更久，

就是不易剛好是 4 個月。4 個月的估計，幾乎可說一定不準。

為了不讓家屬覺得醫生太不可靠，有些醫生遂回答可再活 2

至 6 個月。不以一個值，而以一個區間來估計，雖看起來沒

那麼權威了，但家屬反可能認為這種估計方式，比較合理，

更值得“信賴＂。部分家屬覺得有些模糊，追問死亡時間會

落在此區間的可能性有多大？醫生說不定答 8 成，或 9 成等。

即機率 0.8，或 0.9 等。那估計 2 至 6 個月，跟估計 1 至 7 個
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月，有什麼差別？就是機率的不同，後者涵蓋存活時間的機

率較大。 

對一未知的量，以一區間來估計，並附上該未知量會落

在此區間之機率，或者說區間會涵蓋該未知量之機率，便稱

為區間估計。其中的區間，稱為信賴區間，或置信區間，伴

隨的機率值，則稱為信心水準、信賴水準，或信賴度等。有

幾個問題立即會浮現。例如，信賴區間如何產生？它唯一

嗎？信心水準又是怎麼求出？ 

在估計一未知量時，若採區間估計，往往是先給定信心

水準，由於此乃表機率，所以為一介於 0 與 1 之間的值。然

後求出一區間，即信賴區間，使該區間涵蓋前述未知量之機

率，如事先所設定的信心水準。信心水準有時以百分比表

示，且往往較靠近 100%。常取的信心水準有 95%，及 90%

等。對一固定的信心水準，一般而言，信賴區間並不唯一，

通常採取長度較短的。估計區間的長度愈短，讓人感覺估計

愈精準。對一可重覆觀測的隨機現象，底下說明信賴區間產

生的程序。 

以投擲銅板為例。假設想估計某一銅板出現正面的機率

p。直觀上就是先持續投擲銅板，此過程即收集資料。每次

出現正面的機率都假設是 p，且各次投擲間，假設相互獨立。

投擲 n 次後，以 Sn 表共得之正面數，則由排列組合知，Sn

有參數 n 及 p 之二項分佈，此分佈以 B(n, p)表之。則相對頻

率 Sn/n，便常用來做為 p 之估計量。投擲前，Sn/n 為一隨機

變數，投擲後，得到 Sn 的觀測值，也就有了估計值。設 n = 10，
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S10 = 6，則 p 之估計值為 0.6。若另一天投擲數 n 仍為 10，而

S10 = 5，則 p 之估計值便為 0.5。因 Sn 是一隨機變數，即使用

同一銅板，及採同樣的 n，每次所得的 Sn 不盡相同，估計值

是會變的。 

Sn=k 之機率有如下表示 
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給定一信心水準，如 95%，然後找一 a＞0，a 表誤差，使得

以 Sn/n 為中心點，半徑為 a 的區間，即(Sn/n - a, Sn /n + a)，

涵蓋 p 的機率為 0.95。則區間(Sn/n - a, Sn/n + a)便是 p 之

95%(或 0.95)信心水準之信賴區間，或簡單地稱之為 95%信

賴區間。若無法找到 a，使得前述涵蓋機率剛好是 0.95，則

找出最小的 a＞0，使得涵蓋機率至少是 0.95。 

靈敏的讀者可能已看出，由於 p 未知，所以 a 根本無法

找出；而且如果 n 大些，n!便不太好計算。利用著名的中央

極限定理，當 n 夠大，將 Sn 標準化，即 Sn減去期望值 np，

再除以標準差 (1 )np p ，所得之(Sn-np)/ (1 )np p ，將近似標

準常態分佈，此分佈以 N(0,1)表之。再經一些不太複雜的計

算，將得到一個 p 之近似的 95%信賴區間。怎可有近似？這
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樣不是不夠準確嗎？這乃沒有辦法中的辦法。在統計估計的

過程裡，常會採取近似，而只要樣本數充分大，誤差便能小

至可以忍受。 

給定一信心水準，且採同樣的估計方法，直觀上若樣本

數愈大，則信賴區間的長度將愈短。付出更多代價(取樣較

多)，總該有些收穫(估計較精準)。有時會先給定信心水準，

如 0.95(即 95%)，及信賴區間的半徑 a，如 0.03(即 3%)，然

後看樣本數 n 究竟該多大？ 

3. 實際應用時遭遇的困惑 

媒體上常會公佈各種民調的結果。於分析討論後，底下

為新聞報導裡一典型的結論： 

這次調查於 12 月 16 至 19 日晚間進行，成功

訪問了 1,023 位設籍台北市的成年民眾，另有 353

人拒訪；在 95%的信心水準下，抽樣誤差在正負

3.1%以內。調查以台北市住宅電話為母體作尾數兩

位隨機抽樣，並依據台北市成年民眾之性別及年齡

結構進行加權。 

除給出成功訪問之樣本數、拒訪數、信心水準，及抽樣誤差

等數據外，會說明樣本如何產生、抽樣的日期，以及有做加

權等，即對調查的過程須交待清楚。高中數學引進信賴區

間，主要是為了講抽樣調查，因這已成為生活統計了。而為

了近似，又引進中央極限定理，這即使在大學的機率論裡，

都不算是簡單的定理，如今卻堂而皇之地進入高中數學了。
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數學中的定理，多少需要些條件。高中數學裡所給的中央極

限定理，乃最基本的版本，即假設各樣本相互獨立，且有共

同分佈。對於銅板，它可是毫無怨言，讓人想投擲幾次都可

以，且可合理的假設各次投擲間相互獨立，每次有相同出現

正面的機率。現欲估計某地區成年選民，對某特定候選人之

支持率 p。乍看之下，此有如想估計銅板出現正面的機率，

差別只是以隨機抽樣，收集支持與否的資料，來取代投擲銅

板。只是民調與投擲銅板畢竟大不相同，要能成功訪問，得

花點功夫，要有些技巧，否則易被拒訪，因此怎可有人二次

被抽中？這樣必被抱怨不已。故民調裡的抽樣，一般是“取

出後不放回＂。但取出後不放回，將導致各樣本間不獨立，

中央極限定理因而就不適用了。 

取出後不放回，於取了 n 個樣本後，其中支持某特定候

選人之人數，將有超幾何分佈，而非二項分佈。有些中學教

師，試圖證明當母體總數 N(如前述報導中設籍台北市的成年

民眾數)趨近至無限大時，其中超幾何分佈的機率值，會趨近

至二項分佈的機率值。所謂“超幾何分佈的極限是二項分

佈＂，只是其證明大都是錯的，可參考黃文璋(2011a) 一文

之說明。事實上，應說若抽取的樣本數 n，與母體總數 N 相

比很小，則將取出後不放回，視之為取出後放回，然後將支

持的樣本數 Sn 之分佈，捨超幾何分佈，而用較容易處理的二

項分佈來取代，所造成的誤差便不至於太大。這裡面原本便

用到近似了，即以常態分佈來近似標準化後的 Sn，現在不過

是多了一個近似。 
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在民調裡，信賴區間的半徑 a，常稱為抽樣誤差。雖事

先設定為 95%的信心水準，及 3%的抽樣誤差，換算出樣本

數 n 該有 1,068 個。若採用電訪，多隻電話同時進行，待結

束時，剔除不合格的樣本，則成功樣本數，很難恰好為 1,068

個。由獲得之成功樣本數，再換算出對應的抽樣誤差。若成

功樣本數多於 1,068，則抽樣誤差將小於 3%；若成功樣本數

少於 1,068，則抽樣誤差便大於 3%。那何以不增加樣本數，

以減小抽樣誤差？要知抽樣誤差若降為原設定的 1/3，即

1%，則樣本數要增至 9 倍，即 9,612 份。在相同設備下，花

的時間將成為 9 倍。成本大幅增加不說，民意如流水，一項

調查若不盡快完成，則因種種事件的發生，將使得民眾對某

議題的意見受到干擾。一方面是調查過程中，已用到數個近

似，本來就不是那麼精準。另一方面是人未必說真話，且會

改變想法，因此訪問對象是人，與投擲銅板，是截然不同的

情況。故與其將精力花在增加樣本數，還不如設法提高調查

品質，包含問卷設計、訪員訓練、抽樣方法、加權方式，及

資料分析等流程，如此才能真正有效降低抽樣誤差。 

信賴區間裡信心水準的涵意，也常令人感到困惑。取樣

前信賴區間是一隨機區間，取樣後得到一固定的區間。此固

定區間要嘛包含所欲估計的未知量，要嘛就不包含。說有 0.95

的機率包含，令不少人難以理解。要知機率從來不是僅看少

數幾次結果。對同一信心水準，如 95%，及同一樣本數，若

反覆觀測，得到很多不同的信賴區間。在這些信賴區間中，

將大約有 95%個，會包含所欲估計的未知量。就如一銅板出

現正面的機率若為 0.6，表投擲多次後，其中將約有 60%次
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是出現正面。但若只投擲一次，當然不是出現正面便是反

面，不會有 0.6 次為正面。至於所謂信心(或信賴)，乃指對獲

得信賴區間的過程有信心，而非針對所得那一特定區間而

言。若將信心水準 95%，想成一事件發生的機率為 0.95，大

致便可了解 95%的意義了。至於對不能重覆觀測的事件，如

前述醫生說某病人能再活 2 至 6 個月的機率為 0.8，如果長

期來說，差不多有 80%的病人，的確在醫生所講 0.8 的區間

過世，那就表示醫生夠專業，估計的不錯，並非信口開河。 

4. 結語 

信賴區間之較詳細的討論，及其中牽涉的一些推導，可

參考黃文璋(2007)一文。有關抽樣調查的初步介紹，可翻閱

黃文璋(2010) 一文。至於中央極限定理之闡釋，可見黃文璋

(2011a)一文。民國 98 至 101 年，那 4 年學測及指考的數學

考題中，有幾題是關於信賴區間的，不論題目敘述或解答有

爭議者，我們皆挑出來討論，並彙整成黃文璋(2011b)一文。 
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