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1 前前前言言言

目前的高中數學課本, 其編寫是依據99學年度實施之“普通高級中學

課程綱要”(簡稱99課綱), 這是由95學年度實施之“普通高級中學課程暫

行綱要”(簡稱95暫綱)修訂而成。課綱每隔幾年會修訂一次, 此二課綱,

在教育部的網站上皆可查到。在99課綱裡, 必修分數學I、II、III, 及IV,

各4學分, 分別在高一上、下學期, 及高二上、下學期修習。選修則分標

準課程、基礎課程、統整課程, 及進階課程等四類。對選修數學課程,

99課綱裡, 僅規範標準課程的綱要。自然組有數甲I, 及數甲II, 各4學分,

而社會組有數乙I, 及數乙II, 各3學分, 分別在高三上、下學期修習。這

是各高中必會開設的, 因屬於指定科目考試(簡稱指考)的測驗範圍。至

於其餘三類選修課程的內容, 由各校自訂。但畢竟升學至上, 既然指考不

考, 則會開設的學校, 應不至於太多。

99課綱裡, 包含那些機率與統計的內容? 數學II中有四個主題, 其中

有三個與機率與統計相關, 見表1。數學甲I有兩個主題, 其中第一個為機

率與統計, 見表2。另外, 數學乙I亦有兩個主題, 其中第一個仍為機率與
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統計, 見表3。假設每冊的每一主題之分量約略相等, 則機率與統計在6冊

高中數學裡占了1.25冊。有多少百分比? 對自然組, 因每學期皆4學分,

故約占20.83%；至於社會組, 因數學乙I、II各3學分, 故約占20.45%, 比

重都不算低。99課綱裡中, 機率與統計的眾子題裡, 就是“抽樣與統計推

論”那一子題, 其內容之一的“常態分布、信賴區間與信心水準的解讀”,

幾年來一直讓高中師生有不小的困擾。

至88課綱, 皆無“常態分布、信賴區間與信心水準的解讀”。此內容是

自95暫綱起, 才放進高中數學的。同時放進的, 還有“交叉分析”, 這乃一

完全不該在高中數學裡出現的題材, 見黃文璋(2010), 幸好在99課綱中刪

除了。在99課綱的附錄裡, 對前述“解讀”, 有如下說明:

高中程度的統計推論只做隨機變數期望值的估計, 它的

背後理論是中央極限定理。要介紹中央極限定理, 就需要引

入常態分布。此部分僅做通識性的介紹, 以活動方式建立學

生對於中央極限定理的直觀。

對一固定的信心水準, 給出信賴區間公式, 再讓學生以亂

數表模擬或實驗投擲正面出現機率為p的銅板n次, 代入信賴

區間公式, 以說明信心水準的意涵; 並以此解讀, 何以大多數

的學生所得的信賴區間都會涵蓋p?

95暫綱中, 對於“解讀”, 就已有類似上述的說明。雖於黃文璋(2007)一

文, 我們已指出該說明不但不妥, 且可能會誤導。但令人遺憾的是, 99課

綱中仍保留此說明, 只是加以修正而已。

如黃文璋(2015a)一文所指出, 對於中央極限定理, 雖不少人能琅琅上

口, 但其中大多只是一知半解。事實上, 中央極限定理, 是為了講授信賴

區間而引進高中數學的。此定理高中生有能力接受嗎? 各大學碩士班甄

試招生考試的面試, 短短幾分鐘能問些什麼? 試說明何謂中央極限定理,

是統計學研究所面試時, 常會出現的一道題目。參加面試的大四生, 即使

大學就讀數學系或統計學系, 曾修過幾門機率或統計的課程, 對統計產生
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興趣, 準備繼續深造者, 都還常將中央極限定理講得零零落落。這樣的題

材, 怎會進入高中數學?

為因應十二年國民基本教育(簡稱十二年國教), 教育部訂定“十二年

國民基本教育實施計畫”, 做為準備實施的依據。計畫中有一“提升國民

素養實施方案”。根據此方案成立“國民素養專案計畫辦公室”, 並規劃出

五個領域的素養, 包含語文、數學、科學、數位、教養。單獨成為國民

五個素養之一, 可看出數學的被重視。前述辦公室, 後來便提出“教育部

提升國民素養專案計畫報告書”, 網路上可找到此報告書。在報告書的數

學素養裡, 訂出四大數學知識素養領域, 即變化與關係、空間與形狀、數

量, 及不確定性與數據。在數學四大知識素養領域中, 不確定性與數據,

便屬於機率與統計的範疇。近年來機率與統計的被重視, 可見一斑。那

些機率與統計的內容, 會被放進高中數學?

早期排列組合在高中數學裡的分量很重, 考試也常出現各種刁鑽

古怪的題目。表1在“排列、組合”的主題, 於備註欄中寫著“不含環狀排

列”, 及“本章節要避免情境不合常理、過深、或同時涉及太多觀念的題

型”。負面表列, 由此大略可看出, 太過繁瑣, 或實際上很少會有的情境之

機率問題, 都不是現今高中數學裡所在乎的。取而代之, 與生活息息相關

的統計, 被認為對學生更有用。簡而言之, 制定數學課綱者認為, 統計是

現代國民該具備的知識, 因此高中時便該學習。至於太複雜的排列組合,

則不學無妨。

決定要統計後, 高中數學裡, 該涵蓋那些主題呢? 媒體上常公佈各種

民調的結果, 除給出民眾對某議題之支持率外, 亦會給出抽樣誤差, 因

而得到信賴區間。信賴區間看起來很重要, 於是便進入95暫綱了。做民

調時會比較不同族群的支持率是否有差異, 這便是交叉分析, 也隨之進

入95暫綱。而由於樣本較大時, 計算困難, 得藉助近似, 因而中央極限定

理, 也就堂而皇之地引入高中數學了。要知在大學的機率與統計教科書,

中央極限定理及信賴區間, 大抵都放在全書的後半部。於經過系統的鋪
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陳後, 才會進入此二題材。如今在篇幅不多的高中數學中, 企圖介紹此概

念上絕非簡單的題材, 無法講清楚, 乃屬必然。甚至為了探究信賴區間

中, 所伴隨信心水準的涵義, 令有些好學的中學數學教師, 反而連機率的

意義都弄糊塗了, 見黃文璋(2011a)及(2011b)。

十二年國教的構想, 民國72年便提出, 經過三十餘年, 終於在民

國103年正式實施。教育部也於當年11月, 公佈“十二年國民基本教

育課程綱要總綱”。各科目據此訂定課綱, 並將自107學年度, 依照不

同教育階段(國小、國中及高中等學校一年級起), 逐年實施。如黃文

璋(2011b)、(2011c)及(2011d)三文所指出, 目前高中數學課本中, 與信

賴區間相關的內容, 可說寫得左支右絀。因此在107課綱中, 信賴區間的

刪除, 已屬勢在必行。但鑑於統計學的重要性, 刪除這些內容後, 是否該

加進什麼統計主題?

本文擬對高中數學裡的機率與統計主題, 略加探討。首先, 信賴區

間何以不適合出現在高中數學? 此點將在第2節說明。取消信賴區間

後, 若想增加新單元, 能有什麼選擇? 在第3節中, 我們將說明假設檢

定(hypothesis testing)概念的重要及直觀, 適合放進高中數學。第4節則

給出一些可放進高中數學之假設檢定的例子。最後, 我們給一簡短的結

論在第5節。

2 信信信賴賴賴區區區間間間在在在高高高中中中

統計學裡常在估計, 比較入門的是參數估計。假設某隨機變數X遵循

某一機率分佈, 分佈中有一未知的參數θ。經由重複觀測後, 得到一組隨

機樣本X1, X2, · · · , Xn。一個X1, X2, · · · , Xn的函數, 便是一統計量。我

們可以一統計量來估計θ, 這便是點估計。由於是估計θ用, 因此統計量不

可與θ有關。其次, 以一個兩端點皆為統計量的隨機區間來估計θ, 便是區

間估計, 這樣便得到信賴區間。至於θ會落在一信賴區間之機率, 稱為該
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信賴區間之信心水準。即使對同一分佈的同一參數, 都可有各種不同的

點估計, 並未定於一尊。至於各估計量之優劣如何評比? 就依所訂定之

評比標準, 標準當然也不唯一。對於信賴區間, 有時區間的端點求不出

來, 或求出卻過於複雜, 不太實用。當樣本數夠大時, 常可藉助中央極限

定理, 以常態分佈來近似標準化後隨機變數之和。既然是估計, 主要目的

是供決策之參考, 不會太在意採取近似, 只要誤差在容忍範圍內。再度,

對同一分佈的同一參數, 信賴區間並不唯一, 通常會要求區間長度愈短愈

好。

在大學的統計學課程裡, 對於信賴區間, 一般而言, 學生不會覺得太

困難。因在大學裡, 於信賴區間這一章, 乃考慮各種不同的分佈, 於不同

的假設(如一分佈若有兩個參數, 可分其中之一已知, 另一未知, 或兩個皆

未知等情況)下, 有時要用到中央極限定理, 有時不必(前言裡所引99課綱

說“背後理論是中央極限定理”, 並不正確, 當不必以常態分佈來近似, 便

無涉中央極限定理), 包含的情況很多。簡單講, 學習此章時, 會感到各式

各樣的分類還真不少。若對各種情況下, 皆知如何給出一信賴區間, 這章

可說便過關了。因此大學生對於信賴區間那一單元, 僅感到瑣碎, 倒不認

為難應付。

那怎麼信賴區間進入高中後, 卻吹皺一池春水, 讓原本只會讓人抱怨

太難的高中數學, 變成有一不算難, 但卻比難還令人更受不得的單元? 我

們猜想主要原因如下。

高中的信賴區間, 只針對二項分佈。二項分佈是一簡單, 但機率值之

和不好計算的分佈。因此高中數學從95暫綱起, 便先講中央極限定理, 以

常態分佈來近似二項分佈。這是高中引進中央極限定理的唯一理由, 且

只考慮幾乎可說是最簡單的版本, 即只適用二項分佈。由於其證明超過

高中範圍, 教科書遂藉助圖示, 以使學生了解此定理到底在說些什麼。假

設Sn有參數n, p的二項分佈, 即B(n, p)分佈。有些書中繪出某一Sn的直

方圖, 然後說, n夠大時, 會近似標準常態分佈的圖形。這當然是錯的, 要
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將Sn標準化才行, 否則當n愈大, Sn的直方圖會愈像一水平線。事實上,

比前述講法更離譜的還有不少, 見黃文璋(2011d)。大部分教科書的作者

可能是想當然耳, 並未真正讓n逐漸增大, 以觀察Sn直方圖的變化。這不

表示在大學學習中央極限定理時, 就一路平坦, 通行無阻。而是不像在高

中的教科書中, 就那麼一個孤零零的定理, 大學裡有很多題材要講。因此

通常大學教師並不太在乎什麼圖示, 快速便帶過中央極限定理了, 最多藉

助特徵函數(characteristic function)來證明。也就是學習方面潛藏的問

題, 在大學裡較不會浮現。

高中數學, 於中央極限定理之後, 便是應用。再度, 只有一個應用, 就

是做民調時求信賴區間。但民調裡的抽樣, 通常是所謂取出後不放回,

如此各樣本不獨立。因而涉及的分佈, 為超幾何分佈(hypergeometric

distribution), 而非二項分佈, 如此中央極限定理便不適用了。這部分可

把教師弄糊塗了。數學上何曾有在條件不滿足之下, 定理仍可引用? 由

於是在高中的“數學”課程中, 少有教科書的作者, 能理直氣壯地將此處用

到的近似概念講清楚。事實上, 是有些認真的教師, 試圖補上自認該有

的“證明”, 只是其證明當然都是錯的, 見黃文璋(2011d)一文的第4節。欲

將書上含糊處弄清, 往往引出更多問題, 導致教師無所適從。

高中數學裡求信賴區間, 就是只局限在B(n, p)分佈(而且如前所述,

其實是超幾何分佈)中的p, 且信心水準就設定為95%, 沒其他變化, 很

單純。不像大學的統計學, 在信賴區間那一章, 情況多到會讓人眼花撩

亂。高中裡涵蓋的內容不多, 一下子講完事小, 變化那麼少, 怎麼考試?

而且還考選擇題? 這是大學統計學教師不會有的煩惱, 因種類夠多, 且考

題多半是計算的型式。在黃文璋(2011e)一文中, 我們將民國98至101年,

那4年的學測數學, 及指考數學甲與數學乙, 共12份試題中, 值得商榷的

機率與統計的考題, 皆取出來分析。數學國文化, 可看到有關信賴區間的

考題, 差不多都成為文字遊戲了。所以, 若聽到有大學的統計學教授說,

某次指考那道信賴區間的考題, 5個選項他錯了3個, 也就不必感到太訝異
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了。因國文科的考題, 統計學教授考不好, 乃稀鬆平常。只是這樣子學習

數學, 有何樂趣呢?

至於信心水準, 所造成的困惑, 也絕對不會少。長期以來, 高中數學

裡出現的機率, 大抵是古典機率, 即基於相同的可能性。因此對機率的理

解, 可說就是排列組合加上除法。連條件機率, 恐怕也只會讓人連想到除

法。因此往昔在高中數學裡接觸機率時, 師生大約皆很少會去思索機率

的意義是什麼? 引進信賴區間後, 一個信心水準95%的信賴區間, 可能不

包含欲估計的參數。那95%是指什麼? 而且怎麼每次得到的信賴區間都

不同? 到底在信賴什麼? 師生皆一頭霧水, 心想, 這是什麼數學? 又從

信賴區間起, 有了取樣, 之後不稱機率, 卻稱信心水準。這又產生一些效

應。抽屜裡有一支鉛筆跟一支鋼筆, 某師拿出鉛筆放背後, 然後問學生,

他背後是鉛筆及鋼筆的機率, 各為若干。學了信賴區間後, 有些教師連

此題是否有意義, 都感到極度困惑。歸根結柢, 長期以來, 在高中數學中,

不曾認真說明機率的涵義, 條件機率更是模糊以對, 從未強調機率值會變

的概念。甚至, 機率與統計中, 最重要的隨機性, 也常被忽視。在前言裡

所引99課綱說明的第二段中, 首先“給出信賴區間公式”, 這種說法就未傳

遞統計學裡, 可有南轅北轍, 各種不同的估計法, 而由於隨機性, 使各估

計法常互有較準的時候; 其次, “以此解讀, 何以大多數的學生所得的信賴

區間都會涵蓋p? ”更是連隨機性都不顧了。這樣子學統計, 真是教壞學

生。

數學家習於講數學之美, 數學裡強調準確性。但對高中數學教師, 於

信賴區間這一單元, 絲毫體會不到美感, 準確性也不知何在? 數學課程裡

為何要有此內容? 不少教師無法說服自己, 因此在很多場合, 屢有教師建

議取消此主題。怎會只因常在媒體上看到民調結果的公佈, 就覺得信賴

區間很重要, 高中生該會? 當初將信賴區間引進高中數學, 可說未經深

思。對大部分的國民, 那有機會去執行民調, 去抽取1千多個樣本? 信賴

區間其實不必成為國民的基本數學素養。何況, 既然這麼多年下來, 一直
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講不清楚, 且連教師都弄不太懂的內容, 講授又何益? 是該自高中數學裡

刪除了。

3 假假假設設設檢檢檢定定定

信賴區間自高中數學移出後, 是否須加進什麼主題? 什麼都不加自

然是一個選項。這選項其實並不壞, 因學習最怕的是被教壞, 而非學太

少。要知統計學的內涵並不易吸收, 連很多基本概念都有點深。即使在

大學裡, 一般認為統計學比微積分還難教。因諸如微分及積分等, 都有物

理意義, 只要藉助圖形, 很容易便能說明。但在統計學中, 連期望值都很

難解釋清楚。所以統計學家, 對於將機率與統計引進高中, 多半興趣缺

缺。但有些熱心中小學數學教育的數學家, 常覺得“不確定性”很重要, 以

為中小學生該多學些機率與統計。因此一旦拿掉信賴區間, 會為高中數

學產生一缺口, 因而忐忑不安。若真得補個主題, 那就是假設檢定了。

對統計學略有概念者, 獲知這樣的建議, 可能會感到驚訝。因在大學

的統計學課程裡, 學生視假設檢定比信賴區間難多了。至於過去排斥信

賴區間的高中數學教師, 曉得這是刪除信賴區間後的代價, 說不定將改變

主意了。因好不容易才弄懂信賴區間, 怎麼要換個更難的主題進來? 真

是前門拒虎, 後門進狼。

首先, 企圖在高中數學有限的篇幅中, 將信賴區間及相關的題材都交

待清楚, 幾乎是不可能的任務。從一開始的中央極限定理, 即使學養豐富

的高中數學教師, 對課本中的圖示法, 便常百思不解。以高度表示機率,

屬於離散型之二項分佈的直方圖, 如何有辨法趨近至以面積表示機率, 屬

於連續型之常態分佈的機率密度函數之圖形? 實在沒有必要讓高中師生

陷入這種困境。而且, 就算真弄懂圖示法後又如何? 英雄無用武之地, 對

了解後續的信賴區間, 乃毫無幫助。要知高中數學裡, 連機率的涵義, 都

一向未曾細究, 那信心水準之意義, 怎可能講明白? 那些自以為已能掌握
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信賴區間之內涵的中學教師, 恐怕有極高的比例, 只是教熟而已。既然教

師難以講解、學生難以吸收, 且日後用到的機會不大, 整個高中階段信賴

區間的學習, 可說完全是浪費。在高中數學裡, 這是一連雞肋都稱不上的

主題, 棄之不必惋惜。

是有一些原因支持我們將假設檢定放進高中數學。首先, 其概念遠比

信賴區間容易, 也更有用。但最重要的是, 假設檢定原本就是人們做決策

時常採的一種思維, 相當直觀。事實上, 如果去翻閱大學統計學的教科

書, 將發現不少是將信賴區間的章節, 置於假設檢定之後。因學完假設檢

定後, 信賴區間便水到渠成了。一旦高中數學引進假設檢定, 尚可用來檢

驗機率值是否合理。如此機率從上游的定義, 到下游的檢定, 便有一套完

整的體系。學生將更易於了解機率的意義, 進而理解隨機性的內涵。能

弄清楚機率與隨機性的意義, 高中機率與統計的教學, 便算成功了。

設某款汽車, 汽油每1公升可行駛14公里, 問20公升可行駛幾公里?

答案當然是280公里。你不必多想車子是否能如此省油, 且能1公升14公

里維持不變。這是數學問題, 對於所給的假設, 接受便是, 不必有其他

想法。但若有某汽車商, 宣稱該公司的某款汽車, 汽油每1公升平均可行

駛14公里, 則說不定會被消費者檢舉廣告不實, 因他們所買的該款車, 耗

油多了。

數學裡常給假設, 在某些假設下, 做些推導或證明。在真實的人生裡,

可難以靠著假設走天下。數學裡可假設42取6的樂透彩, 頭獎號碼為隨機

產生, 問開出的頭獎號碼有連號之機率。對彩券迷, 卻有不少就是不相信

中獎全憑機運, 他們下注時, 一向精心地挑選號碼。真的沒有明牌嗎? 令

人好奇。很多人想瘦身, 琳琅滿目的方法, 不知何者可信? 某減肥藥的代

理商, 找來很多瘦身成功者現身說法, 個個服藥後, 兩星期內就至少減5公

斤。效果真有那麼好? 雖然心動, 難免仍半信半疑。鯨類中最大的座頭

鯨(humpback whale), 由於濫捕, 數量逐漸降低, 曾瀕臨絕種。Barlow,

et al. (2011)一文宣稱, 近年來因保育成功, 數量已慢慢回升。座頭鯨生
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活在大海裡, 既無法全抓起來數, 如何能確定增加?

很多時候, 就是難以證明所述為真或為偽。法庭裡也一樣, 被起訴

者究竟是清白或有罪? 檢察官及辯護律師, 皆掌握一些對己方有利的證

據。雖號稱我心如秤, 由判決最後常只好依法官投票決定, 就知連法官的

意見都不見得一致。數學中處處是證明, 但在各行各業裡, 經常面對的是

無法判定真偽之情境。真相如何, 往往只有天曉得。但上天比法官更不

語, 人們只能自行決定要接受那一選擇。這種真偽難辨的情況, 日常生活

中亦屢遭遇。例如, 早上出門需要帶傘嗎? 氣象局的天氣預報裡, 除溫度

外, 亦有降雨機率。機率才10%, 傘可以不帶吧! 等等, 過去公佈降雨機

率10%的日子, 似乎常下雨, 讓人淋了一身雨。氣象局的10%, 是否都低

估? 令人存疑。但會不會是人們對沒帶傘卻下雨, 印象比較深? 氣象局的

預測, 還是可信。有人信有人不信, 只是可能永遠無法證明10%的機率,

是否正確。

處在此隨機的世界, 很多事都說不得準。一切都是假設, 端看你接受

那一個? 如何做出決定? 人們常說不可先射箭再畫靶, 先入為主總是無

法讓人心服。所以如何接受, 宜比照今日法官判案的原則, 即採無罪推

定。被起訴之涉嫌收賄官員, 明明千夫所指, 法官卻會先假設他無罪、是

無辜的。在無罪的假設下, 何以一再配合廠商修改規格? 銀行戶頭何以

有多筆巨款匯入? 這很不尋常, 被起訴者得好好說明。而舉證之所在, 敗

訴之所在。若解釋不清, 被判有罪就怨不得人了。

不尋常的事件, 或說顯著事件, 乃指發生機率很小的事件。顯著事件

若發生, 會引人注意。尋常的事件, 即發生機率不算低的事件, 其發生自

然不會令人太在意。譬如說, 一早發現系辦公室前夜失竊, 查看監視器,

發現某生半夜1點走往系辦公室, 這很不尋常, 該找此生來問問。假設檢

定的想法, 就是在無罪推定的原則下, 如果某顯著事件發生, 那原本的假

設, 就可放棄了。至於多小的機率才算顯著? 乃視情況而定。若是食品

添加物超過的含量, 5%的發生機率都不算小, 因總要給廠商警惕; 若是死
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刑的判決, 連0.01%誤判的機率都覺得太大, 畢竟人命關天。

法官會不會誤判? 當然會, 包青天只存在小說或戲劇裡。會有什麼

樣的誤判? 有兩類。第一類是無罪卻被判有罪, 第二類是有罪卻被判無

罪。民主時代, 相當注重人權, 通常第一類誤判被視為較嚴重。雖兩類誤

判都不應該發生, 都須儘量減少, 但除非採取增加樣本數等措施, 否則常

很難將兩類誤判的機率同時降低。想想如果過度把關第一類誤判, 則實

際有罪, 卻由於證據不夠強, 因而被縱放的, 將大幅度地增加, 這並非好

事; 反之, 若過度把關第二類誤判, 則將導致寧可錯殺一千, 不可放過一

人的後果, 製造出無數冤屈。

統計學裡, 便依以上所述, 無罪推定之客觀思維, 發展出一套假

設檢定的架構。在此架構中, 有兩個假設, 其中一個是虛無假設(null

hypothesis), 以H0表之, 另一個是對立假設(alternative hypothesis),

以Ha表之。前者通常表現況, 或我們傾向不相信的; 後者則通常表我們

傾向相信的。依所取的樣本, 來決定接受虛無假設或對立假設。虛無假

設為真, 卻接受對立假設, 稱為第一型錯誤; 對立假設為真, 卻接受虛無

假設, 稱為第二型錯誤。先設定一能容忍的第一型錯誤之機率, 以α表

之。常取的α值為0.01, 0.05, 或0.1等。給定α後, 便要決定拒絕域, 即決

定何時拒絕虛無假設而接受對立假設。拒絕域須使第一型錯誤的機率不

超過α, 但愈接近α愈好, 因拒絕域愈大接受域便愈小, 因而第二型錯誤

的機率也就愈小。就好像拿到相同的數據, 可有不同的推論, 對相同的α,

不同的人可給出不同的拒絕域。在同一α下, 最理想的狀況是, 找到使第

二型錯誤的機率最小之拒絕域, 此稱為最佳拒絕域。那些以為假設檢定

的主題很難弄懂者, 往往是對找最佳拒絕域心有餘悸。不過在很多情況

下, 憑直觀所決定的拒絕域, 便是最佳拒絕域。至於虛無假設命名的由

來, 乃是因那根本是一空的假設。試想如果產品明明合格, 主管的政府單

位, 卻懷疑其成分有問題, 非要抽樣來檢驗, 最後卻宣佈該產品合格, 廠

商不罵擾民、損害商譽才怪。接受虛無假設, 表示白忙一場, 天下本無
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事, 庸人自擾之。虛無假設是執行檢定者, 一點都不想接受的假設。

科學家不時宣佈一些新發現。如接觸殺蟲劑會使人罹患帕金森氏症

的機率增加, 過胖的中年人罹患失智症的風險較低等。到底增加或減少,

憑藉的依據, 可說就是執行一項假設檢定後的推論。人們經常在做決策,

決定該接受那一選項? 往住是依假設檢定的思維。假設檢定是一適合讓

國民提早學習的統計方法。想稍進一步了解其內容的讀者, 可參考黃文

璋(2004)及(2005)二文。

4 高高高中中中數數數學學學假假假設設設檢檢檢定定定之之之例例例

假設檢定涵蓋的範圍相當廣泛, 還有專書整本都講假設檢定。在高

中數學裡, 雖只宜給些基本的介紹, 但為利於教學, 仍得要有夠多的變

化。主要用來檢定機率值, 且主要涉及兩個相當簡單的分佈, 即二項分佈

與幾何分佈, 應是一合理的安排。

人們常在談機率, 機率到底是什麼? 每個人心中所想並不盡相同,

但大致有下述幾種不同的意義。先看第一種。骰子有6個面, 何以常

就將每個面出現的機率都當成1/6? 原因乃假設骰子為公正, 亦即每

個面出現的機率都相同, 於是就各1/6。一副撲克牌有52張, 玩梭哈遊

戲, 每人各發5張, 求某君拿到4張A的機率。條件不足, 怎麼算呢? 其

實並沒那麼複雜。假設撲克牌洗均勻了, 則每一種組合出現的機率便

可假設皆相同。而共有
(
52
5

)
種組合, 所以每一種組合出現的機率者都

是1/
(
52
5

)
。又5張牌中有4張A, 共有48種可能, 故所求為48/

(
52
5

)
。在前述

這類例子中, 都是以相同的可能性來解釋機率。先看共有幾種可能出現

的結果, 當然得有限才行, 且每種出現的機率皆假設相同。這種機率模

式, 又稱古典模式, 在第2節已提過。雖說古典, 當沒有其他資訊時, 至今

仍常採用。譬如說, 某君參加一項面試, 5位只錄取1位, 他環顧一下, 覺

得每人都差不多, 遂認為自己錄取的機率為1/5。其次看第二種意義。某
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支職棒隊有位打擊好手, 記錄顯示其打擊率為0.352。在一關鍵時刻, 輪

到他上場打擊, 只要揮出安打球隊便贏了。他獲安打的機率為何? 不少

人以為是0.352。但也有人很樂觀, 賭該選手一定擊出安打。要知機率

的意義, 並無法由少數幾次的結果來評斷。若是長期觀看球賽, 便會體

會0.352為一合理的答案。這便是頻率的解釋, 適用於可重覆觀測的事件,

以發生次數除以觀測次數, 也就是事件發生次數的相對頻率, 來代表機

率。諸如有些專家所給出婦女懷孕生雙胞胎的機率等, 大抵是源自於頻

率之想法。再來看第三種意義。某男生想追一心儀的女孩, 先評估追上

的機率, 認為有0.7。這0.7的機率如何產生? 雖有衡量雙方的條件, 及兩

人平常的互動情形, 但顯然是相當主觀的, 這便是對機率主觀的解釋。相

較於主觀, 頻率的解釋, 算是客觀多了, 所以又稱客觀的解釋。

以上三種, 大致是長期以來, 人們對機率的解釋。二十世紀以後, 如

同以公理化的方式定義實數系統, 一套經由公理化的方式, 以定義機率的

模式產生了, 詳情可查閱一般機率論的書。

以p表某一銅板投擲後出現正面之機率。可以因銅板有兩個面, 而

以為p = 0.5; 也可因投擲多次後, 發現正面出現的相對頻率為0.5, 而

得p = 0.5; 也可主觀上就認定p = 0.5。對一事件, 不論以那種方式定義

其發生的機率, 只要是如銅板的投擲, 可以重覆觀測, 便能對發生機率,

做一假設檢定。底下就以銅板為例。

有人懷疑p不是0.5, 而可能是0.6, 想做一檢定。遂取H0 : p = 0.5,

Ha : p = 0.6。隨機投擲銅板6次, 令X表出現正面的次數。因p愈大, 愈

容易出現正面, 所以直觀上X較大時, 會拒絕H0, 而接受Ha。故拒絕域

常會取成{X ≥ c}的形式, 其中c = 0, 1, 2, · · · , 6, 7。

例1. 取拒絕域為{X ≥ 4}。分別求兩型錯誤的機率。
解. 當p = 0.5, X有B(6, 0.5)分佈。當p = 0.6, X有B(6, 0.6)分佈。故第
一型錯誤的機率為
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P (X ≥ 4|p = 0.5) =

(
6

4

)
0.56 +

(
6

5

)
0.56 +

(
6

6

)
0.56 = 0.34375。

至於第二型錯誤的機率為

P (X ≤ 3|p = 0.6) =

(
6

0

)
0.46 +

(
6

1

)
0.61 · 0.45 +

(
6

2

)
0.62 · 0.44

+

(
6

3

)
0.63 · 0.43 = 0.45568。

在上例中, 可看出第一型錯誤的機率超過0.3, 不算太小, 第二型錯誤

的機率則更大, 超過0.4。下例取較小的拒絕域, 以為比較。

例2. 取拒絕域為{X ≥ 5}, 重做上題。
解. 第一型錯誤的機率為

P (X ≥ 5|p = 0.5) =

(
6

5

)
0.56 +

(
6

6

)
0.56 = 0.109375。

至於第二型錯誤的機率為

P (X ≤ 4|p = 0.6) =

(
6

0

)
0.46 +

(
6

1

)
0.61 · 0.45

+

(
6

2

)
0.62 · 0.44 +

(
6

3

)
0.63 · 0.43

+

(
6

4

)
0.64 · 0.42 = 0.76672。

在例2中, 雖第一型錯誤的機率較例1中的降低, 但第二型錯誤的機率

卻更大了。在保護虛無假設, 壓低第一型錯誤的機率之情況下, 有時會犧

牲第二型錯誤的機率。也就是說, 對立假設為真, 卻接受虛無假設的機率

將升高。以法庭判決來說明, 為了儘量避免冤屈, 便難免有不小比率的

被起訴者, 是明明有罪(對立假設為真), 卻被法官宣判無罪(接受虛無假

設)。
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例3. 取拒絕域為{X ≤ 4}, 重做上例。
解. 第一型錯誤的機率為

P (X ≤ 4|p = 0.5) =

(
6

0

)
0.56 +

(
6

1

)
0.56 +

(
6

2

)
0.56

+

(
6

3

)
0.56 +

(
6

4

)
0.56 = 0.890625。

至於第二型錯誤的機率為

P (X ≥ 5|p = 0.6) =

(
6

5

)
0.65 · 0.41 +

(
6

6

)
0.66 = 0.23328。

在上例中, X值較小時反而拒絕p = 0.5, 接受p = 0.6, 這樣的拒絕

域並不合理, 因此導致第一型錯誤的機率高達0.89多。但第二型錯誤的

機率卻降低了。又由例2知, {X ≥ 5}為給定α = 0.11下之一拒絕域。但

對α = 0.11, 尚有其他拒絕域, 見下例。

例4. (1)試證拒絕域若取為{X = 6}, {X = 0}, 或{X ≤ 1}, 則第一型
錯誤的機率皆不超過0.11。(2)對前述3個, 及{X ≥ 5}等4個第一型錯誤

的機率不超過0.11之拒絕域, 求出第二型錯誤的機率最小者。

解(1).

P (X = 6|p = 0.5) =

(
6

6

)
0.56 = 0.015625 < 0.11。

P (X = 0|p = 0.5) =

(
6

0

)
0.56 = 0.015625 < 0.11。

P (X ≤ 1|p = 0.5) =

(
6

0

)
0.56 +

(
6

1

)
0.56 = 0.109375 < 0.11。

故3個拒絕域皆使第一型錯誤的機率不超過0.11。

(2). 首先, 在例2中已求出

P (X ≤ 4|p = 0.6) = 0.76672。
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其次,

P (X ≤ 5|p = 0.6) = 1− P (X = 6|p = 0.6)

= 1−
(
6

6

)
0.66 = 0.953344。

又

P (X ≥ 1|p = 0.6) = 1− P (X = 0|p = 0.6)

= 1−
(
6

0

)
0.46 = 0.995904。

最後,

P (X ≥ 2|p = 0.6) = 1− P (X = 0|p = 0.6)− P (X = 1|p = 0.6)

= 1−
(
6

0

)
0.46 −

(
6

1

)
0.61 · 0.45 = 0.95904。

故4個拒絕域中, 使第二型錯誤的機率最小者為{X ≥ 5}。

上例的結果並不難猜測到。首先, 如前所述, 對於此處之H0及Ha, 直

觀上, 合理的拒絕域有{X ≥ c}的形式, 其中c = 0, 1, 2, · · · , 6, 7。當c愈

大, 表拒絕域愈小, 如此第一型錯誤的機率愈小, 且第二型錯誤的機率

愈大。若c = 0, 表必拒絕H0, 因此第一型錯誤的機率為1, 且第二型錯

誤的機率為0; 至於c = 7, 表拒絕域為空集合, 即永不拒絕H0, 因此第一

型錯誤的機率為0, 且第二型錯誤的機率為1。對其餘的c值, 兩型錯誤的

機率皆介於0與1之間。若取{X ≥ c}形式的拒絕域, 則對一給定的α, 存

在一c, 使第一型錯誤的機率, 最接近但不超過α。對拒絕域最大者, 其接

受域顯然最小, 故此時第二型錯誤的機率, 為在α下最小。即得α下最佳

的{X ≥ c}形式之拒絕域。事實上, 這就是α下的最佳拒絕域, 不過此處

不證明。

例5. 承上例。試分別對(1)α = 0.05, (2)α = 0.11, (3)α = 0.2, 在{X ≥
c}形式的拒絕域中, 找出最佳者。
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解. 當c = 4時, 第一型錯誤的機率為

P (X ≥ 4|p = 0.5) =

(
6

4

)
0.56 +

(
6

5

)
0.56 +

(
6

6

)
0.56

= 0.34375 > 0.2。

當c = 5時, 例2中已給出第一型錯誤的機率為0.109375 > 0.05。當c =

6時, 例4中已給出第一型錯誤的機率為0.015625 ≤ 0.05。故對(1),

{X ≥ c}形式的拒絕域中, 最佳者為{X = 6}。對(2)及(3)的α, {X ≥
c}形式的拒絕域中, 最佳者皆為{X ≥ 5}。

對8個{X ≥ c}形式的拒絕域, 我們可按α分別落在的區間, 找出最佳

拒絕域。此部分留給讀者自行完成。另外, 亦可有諸如{X = 1, 3, 5}的
拒絕域。可以想見, 這種不會是太好的拒絕域。

例6. 設α = 0.11, 且取{X ≥ c}形式的最佳拒絕域。試分別對觀測
到X = 4, X = 5, X = 6, 決定該接受H0或Ha?

解. 由例5, 當α = 0.11時, {X ≥ c}形式的最佳拒絕域為{X ≥
5}。若X = 4, 因並未落在拒絕域, 故接受H0。至於X = 5, 與X = 6,

皆落在拒絕域, 故皆拒絕H0且接受Ha。

在上述幾個例子中, 由於只是展示用, 不擬讓計算過於繁瑣, 故銅板

之投擲次數均取為少少的6次。實際執行檢定時, 投擲次數通常會取得大

些, 一方面降低第二型錯誤的機率, 一方面可有較多不同的第一型錯誤之

機率的拒絕域。

我們亦可藉助幾何分佈來執行檢定, 特別是當p較小時。取H0 : p =

0.01, Ha : p = 0.03。隨機投擲銅枚, 直至出現1個正面便停止。令Y表

總共投擲的次數。直觀上Y較小時會拒絕H0, 而接受Ha。Y有Ge(p)分
佈, 即參數p之幾何分佈, 且

P (Y = k) = p(1− p)k−1, k = 1, 2, · · ·。
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又

P (Y ≤ k) = 1− (1− p)k, k = 1, 2, · · · ,

P (Y > k) = (1− p)k, k = 1, 2, · · · ,

P (Y ≥ k) = (1− p)k−1, k = 1, 2, · · · ,

P (Y < k) = 1− (1− p)k−1, k = 1, 2, · · ·。

例7. 取拒絕域為{Y ≤ k}。對α = 0.05, 求出最大的整數k, 並分別求此

時兩型錯誤的機率。

解. 第一型錯誤的機率須滿足

P (Y ≤ k|p = 0.01) = 1− (1− 0.01)k = 1− 0.99k ≤ 0.05。

解出k ≤ 5.10 · · ·。故最大的整數k = 5。此時第一型錯誤的機率為

1− 0.995 ≈ 0.0490。

至於第二型錯誤的機率為

P (Y > 5|p = 0.03) = (1− 0.03)5 = 0.975 ≈ 0.8587。

所以, 若取α = 0.05, 及拒絕域{Y ≤ 5}, 則當觀測到Y = 4, 便

拒絕H0, 且接受Ha; 若得Y = 6, 便接受H0。另外, 亦可反過來, 考

慮H0 : p = 0.03, Ha : p = 0.01。直觀上, 此時Y較大時該拒絕H0, 而接

受Ha。見下例。

例8. 取拒絕域為{Y ≥ k}。對α = 0.05, 求出最小的整數k, 並分別求此

時兩型錯誤的機率。

解. 第一型錯誤的機率須滿足

P (Y ≥ k|p = 0.03) = (1− 0.03)k−1 = 0.97k−1 ≤ 0.05。
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解此k ≥ 99.35 · · ·。故最小的整數k = 100, 即拒絕域為{Y ≥ 100}。此
時第一型錯誤的機率為

0.9799 ≈ 0.0490 < 0.05。

至於第二型錯誤的機率為

P (Y < 100|p = 0.01) = 1− (1− 0.01)99 = 1− 0.9999 ≈ 0.6303。

最後來看, 亦可以二項分佈來檢定例7中的p。取H0 : p = 0.01,

Ha : p = 0.03。再度隨機投擲銅板6次, 令X表出現正面的次數, 且

取{X ≥ c}形式的拒絕域。因

P (X ≥ 1|p = 0.01) = 1− P (X = 0|p = 0.01) = 1− 0.996 ≈ 0.0585,

故只要0.0586 < α < 1, 皆可取拒絕域為{X ≥ 1}。此時第二型錯誤的
機率為

P (X = 0|p = 0.03) = 0.976 ≈ 0.8330。

又因

P (X ≥ 2|p = 0.01) = 1− P (X = 0|p = 0.01)− P (X = 1|p = 0.01)

= 1− 0.996 − 6 · 0.011 · 0.995 ≈ 0.00146,

故若α = 0.05, 則可取拒絕域為{X ≥ 2}。此時第二型錯誤的機率為

P (X ≤ 1|p = 0.03) = P (X = 0|p = 0.03) + P (X = 1|p = 0.03)

= 0.976 + 6 · 0.031 · 0.975 ≈ 0.9875。

第二型錯誤的機率可說相當大。

至於以二項分佈來檢定例8中的p, 就留給讀者自行完成。
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5 結結結論論論

統計學的理論豐富, 極具應用價值。只是有些看似簡單的統計方法或

概念, 於實際應用時, 卻會出現很多料想不到的問題。進行民調以得信賴

區間便是一例。從一有紅球及白球的袋子中, 經由簡單隨機抽樣, 以估計

紅球所占比率, 並得信賴區間, 感覺上較無問題。不過還是得確保袋中的

球, 果真已攪拌均勻, 且每次能做到“隨機”取球。至於若要經由簡單隨機

抽樣, 以調查某地區民眾對某議題的支持率, 則將發現調查人與球, 乃完

全是兩回事。人會找不到、會拒訪、會不誠實回答等。

即使看來有明確定義的百分位數, 也經不起細究。原本是針對幾乎可

視為連續的大量數據, 而且因只是為了對數據的散佈, 能掌握一些粗略地

概念, 故近似是允許的。引進中學後, 為便於學生計算, 所處理的往往是

少量數據。而且中學數學裡, 也不易說明諸如差不多, 及大致等的概念,

何時能用。因此依現有定義, 連1, 2, 3, 4, 5這組數據的中位數都不存在,

完全違反一般人的直觀。有關百分位數, 所引起的問題還不少, 可參黃文

璋(2015b)一文。

高中數學現有的數據分析那一主題, 教學上並無太大爭議, 所以保留

無妨。只是涉及數據處理時, 仍須謹慎為之。像104學年的學測數學, 便

有一不太恰當的考題, 見黃文璋(2015c)一文。

由於近年高中機率與統計的教學, 不時產生種種大小爭議, 讓若干統

計學者以為, 時機就是未到, 現今在高中數學中, 尚不適合放進太多機率

與統計的內容。甚至以為, 若能把條件機率講清楚, 讓學生了解機率值有

可能會隨著新增資訊而變, 教學就已算有相當成效了。要知在隨機世界

中, 真相本難知, 一切都是假設, 看你接受那一個。因此對機率值的認定

有所改變, 並不必感到太奇怪。此正如當有新事證出現, 法庭也可能改變

判決。這是統計學與數學之一大差別。數學裡重視不變, 由給定的假設,

依一定的邏輯, 推導出結果。一旦推導出來, 就毫無例外的成立。而對所

20



給的假設, 接受便是, 不必多質疑。至於統計學, 則是由所獲得的結果,

倒過來, 檢驗當初的假設, 是否可接受。假設檢定設計出之那套接受或

拒絕的程序, 符合人們向來客觀做決策時的思維。也是一種較科學、不

先入為主、儘量為對方設想之思維。因此, 若真要在高中數學裡, 加進學

生日後較有用, 且高中階段較易接受的統計內容, 則假設檢定便為一適

當的主題。思維秉持無罪推定的原則, 也算是國民宜具備的基本素養之

一。況且, 引進假設檢定後, 可檢定機率值, 將有助於讓學生更了解機率

的涵義。
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表1 數學II(有限數學)、4學分

主題 子題 內容 備註

二、 排列、

組合

1. 邏 輯、集

合與計數

原理

1.1 簡 單 的 邏 輯

概 念: 介 紹

「或」、「且」

、「否定」及

笛摩根定律

1.2 集 合 的 定 義

、集合的表示

法與操作

1.3 基 本 計 數 原

理(含 窮 舉 法

、樹狀圖、一

一對應原理)

1.4 加法原理、乘

法原理、取捨

原理

2. 排列與組

合

2.1 直線排列、重

複排列

2.1 不含環狀排列

2.2 組合、重複組

合

本章節要避免情

境 不 合 常 理、過

深、或同時涉及太

多觀念的題型

3. 二項式定

理

3.1 以組合概念導

出 二 項 式 定

理、巴斯卡三

角形

3.1 不含超過二項

的展開式
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表1 數學II(有限數學)、4學分(續)

主題 子題 內容 備註

三、 機率 1. 樣本空間

與事件

1.1 樣本空間與事

件

2. 機率的定

義與性質

2.1 古典機率的定

義與性質

2.1 不含幾何機率

3. 條件機率

與貝氏定

理

3.1 條件機率、貝

氏定理、獨立

事件

四、 數據

分析

1. 一維數據

分析

1.1 平均數、標準

差、數據標準

化

1.1 只談母體數據

分析, 不涉及

抽樣, 可用計

算工具操作

2. 二維數據

分析

2.1 散佈圖、相關

係數、最小平

方法

2.1 可用計算工具

操作。最小平

方法的證明置

於附錄

附錄 2. 最小平方

法

最小平方法的

證明
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表2 數學甲I(4學分)

主題 子題 內容 備註

一、 機率

統計

1. 隨機的意

義

1.1 隨機的意義

1.2 期望值、變異

數、標準差

2. 二項分布 2.1 獨立事件、重

複試驗、二項

分布、二項分

布的性質

3. 抽樣與統

計推論

3.1 抽樣方法：簡

單隨機抽樣

3.1 不含系統抽

樣、部 落 抽

樣

3.2 亂數表

3.3 常態分布、信

賴區間與信心

水準的解讀
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表3 數學乙I(3學分)

主題 子題 內容 備註

一、 機率

統計

1. 隨機的意義 1.1 隨機的意義

2. 期望值、變

異數、標準

差

2.1 期望值、變異

數、標準差

3. 獨立事件 3.1 獨立事件

4. 二項分布 4.1 重複試驗、二

項分布、二項

分布的性質

5. 抽樣與統計

推論

5.1 抽樣方法: 簡

單隨機抽樣

5.1 不含系統抽

樣、部 落 抽

樣

5.2 亂數表

5.3 常態分布、信

賴區間與信心

水準的解讀
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