
3.1   鴿籠原理 

鴿籠原理基本上是一個平均值概念的應用，在組合數學中有很多存在性的定理都

可以利用它來加以證明。 

 

鴿籠原理   

有 隻鴿子飛入 n個鴿籠時，必定存在一個鴿籠它裡面有兩隻以上 1n+

的鴿子。 

鴿籠原理的推廣   

有 mn+1 隻鴿子飛入 n個鴿籠時，必定存在一個鴿籠它裡面有 

m+1 隻以上的鴿子。 

證明：    

如果每個籠子中最多只有 m隻鴿子，則總數必小於 mn+1. 

(註) 在利用這個原理的時候，選定籠子比較關鍵。 

 

命題 1.  
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         如果存在一個 使得nj ≤≤1 0=jd ，則 jj SSn 1= ，得證。 

         不然的話 皆不為 0，則必存在某兩個 及 ， nddd ,,, 21 nd kd

         ，使得nhk ≤≤≤1 kh dd = (鴿籠原理)，因此 hkSn ,1+ 。 



(註)  命題 1的另一形式為：令 },,,{ aaa 21 n=Α 為 n個整數所成的集合。 

則必存在一個 使得Α⊆Β ∑
∈Bx

x為 n的倍數。 

 

命題２.  

任意長度為 的實數列必包含有長度為12 +n 1n+ 的單調(monotonic) 

子數列。 

證明： 

 令 為給定的實數列， ， ，為由 開始 ),,,( 21 2aaa
1+n im 11 2 +≤≤ ni ia

遞增子數列的最大長度。如果有 1+≥ nmi 則命題得證。現在假設所有的 ， im

nmi ≤≤1 ，由於總共有 項，因此，至少有12 +n 1+n 個 ， 具 im }1,,2,1{ 2 +∈ ni

有相同的值 (鴿籠原理的推廣)，令它們為 。現在考慮

，它必定是一個 (嚴格) 遞減的子數列，否則令 ，其

中 。於是 ，這與上述矛盾，因此命題得證。 
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命題 3.  

令 n 為奇數，則Α中至少有 1+t 個數同為奇數或偶數 (鴿籠原理)， 

令它們為 。由於 121 ,,, +taaa

φααα ≠∩ ++ )}(,),(),({},,,{ 121121 tt aaaaaa ， )( ji aa α= ， 

1,1 +≤≤ tji 。於是 ijjj aaaa −=− )(α 為偶數，因此，命題得證。 

(註) n為偶數時，命題不一定會成立。 

 

 



命題 4.  

在  中任取}2,,3,2,1{ n 1n+ 個元素 ，則必存在  121 ,,, +naaa ,ia

ja ， 11 +≤≠≤ nji ，使得 ji aa 或是 ij aa 。 

證明： 

 令 ，其中 為奇數。由於 有 個 (最多)，所以必定存在兩個

，它們的
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ji aa , ji pp = ，因此命題得證。 

命題 5.  

令 為一邊長 1單位的正三角形，則任意放入 個點，必定有

兩點的距離不大於

ABCΔ 12 +n

n
1 。 

證明： 

  將 分割成 個邊長為ABCΔ 2n n
1 單位的正三角形。 

 

命題 6.   

令 為一正三角形，同時將ABCΔ CABCAB ∪∪=ε 分割成兩個集合 1ε 與

2ε 。證明， 1ε 與 2ε 中必有一集合可以用它的點來形成一個直角三角形。 

證明：   

假設命題有誤。首先，在 ABCΔ 的三邊上各找一點 X,Y 及 Z 使得 

ACXZABYXBCZY ⊥⊥⊥ ,, ，如下圖所示。則 X,Y 及 Z 三個至少有兩點會落在 1ε  

(或 2ε )。不失一般性，令 X,Y 為 1ε 中的兩點。因此， }{\ ΧAB 上的點都不會在 1ε

中，也就是說 }{\ ΧAB 中的點全都在 2ε 中，如此一來 C和 Z 都不會在 2ε 中，所

以 11, εε ∈∈ ZC ，再加上已知 1ε∈Υ ，因此 CZYΔ 為一直角三角形，它的頂點皆

來自 1ε ，此與假設矛盾，命題得證。 



命題 7.  

在 6 個人中必定有 3個人彼此都相識或是不相識。 

證明：   

任選一人，則與此人相識的如果不到三人，則與此人不相識的就一定至少

三人；現在假設有三人與此人相識 (不相識的部分，討論方式相似)。如果這

三人中有兩人彼此相識，則已經有三人彼此相識；此三人彼此皆不相識，命題

得證。 

      這個命題也可以用圖的模式 (Graph Model) 的描述：先在平面上畫六個

點，分別代表這六個人；如果兩人相識就畫一藍邊，不相識則畫一紅邊；於是

在畫完所有的 15 個邊之後，必然會有一個“同色”三角形，亦即三邊均為藍

色或是紅色。以這種形式來表示，比較容易探討更深入的概念。 

 完美圖 ：一包含 個頂點 的圖 ，且任２個不同的頂點

連成一條邊  (註：共恰有 條邊) 
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3.2  廣義的鴿籠原理 

      令 為自然數 (正整數)。假如有 隻鴿子飛入  nkkkn ,,,, 21 )1()(
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籠子，則第一個籠子至少有 隻鴿子，或是第二個籠子有 隻鴿子，……， 1k 2k

或是第 n個籠子有 隻鴿子。 nk

證明：  

如果上述不對，則鴿子的總數 ，此與假設矛盾，因此命題得

證。 
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命題 8. 平面上的 17 個點，兩點之間任意用紅、黃、藍三個顏色中的一色畫 

線，則至少會有一個同色三角形。 


